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Kompleksne mnogoterosti so osrednje v projektu ERC, za katerega je Franc Forstneri¢ prejel skoraj 1,48 milijona evrov za pet let. FOTO JURE ERZEN

Matematika je vecCen izziv,
je nekaj, kar imas lahko rad

Prof. Franc ForstneriC V znanosti je pravzaprav teZko lociti med delovnim in prostim ¢asom, misli vseskozi uhajajo k matematicnim problemom

Matematik prof. dr. Franc For-
stneric je eden od treh slovenskih
znanstvenikov, ki so letos prido-
bili prestizni projekt Evropske-
ga raziskovalnega sveta (ERC) za
uveljavljene raziskovalce. Na po-
drocju matematike je to prvi pro-
jekt ERC v Sloveniji.

SASA SENICA

Matematika, kot pravi, ga je zasvo-
jila Ze v srednji Soli. »Najprej sem
menil, da bom elektroinZenir, rad
sem sestavljal radie in podobne
aparature, a je uciteljica na Sent-
viski gimnaziji opazila mojo na-
darjenost za matematiko. Dala mi
je knjigo prof. Franceta Krizanica
KriZem po matematiki, ki me je oca-
rala s svojo zgodbo. Pri petnajstih
sem se odlocil, kaj bom Studiral, in
odlocitev je bila vsekakor pravilna.
Matematika ustreza mojemu naci-
nu razmisljanja, mojim estetskim
merilom. Matematika je veda med
znanostjo in umetnostjo. Je vecen
izziv. Je nekaj, kar imas lahko rad,«
poudarja prof. Forstneric.

Leta 1985 je na Washingtonski
univerzi v Seattlu doktoriral z di-
sertacijo s podrocja holomorfnih
preslikav v ve¢ kompleksnih spre-
menljivkah. Raziskuje na podro-
¢jih kompleksne analize, geome-
trije in teorije minimalnih ploskev.
Po daljSem bivanju na institucijah
v tujini, najdlje na Univerzi Wi-
sconsina v Madisonu, je od leta
1996 redni profesor na Fakulteti za
matematiko Univerze v Ljubljani
in od leta 1999 ¢lan Slovenske aka-
demije znanosti in umetnosti, kjer
trenutno opravlja funkcijo glavne-
ga tajnika.

Mnogoterosti

Po vrsti prebojnih raziskav je For-
stneric¢ leta 2009 v literaturo uve-
del nov razred kompleksnih mno-
goterosti, tako imenovane Oka
mnogoterosti, in to podrocje je
tudi osrednje v njegovem projek-
tu ERC z naslovom »Holomorfne
parcialne diferencialne relacije«,
za katerega je prejel skoraj 1,48 mi-
lijona evrov za pet let.

Za vecino, ki smo z u¢enjem ma-
tematike opravili s koncem srednje
Sole, je naslov projekta vsekakor
tezko razumljiv. »Da bi zares poja-
snil, kaj bomo obravnavali v pro-
jektu, bi bilo potrebno vsaj kaksno
uvodno predavanje ali dve,« se za-
smeje profesor. Gre za podrocje,
ki je med kompleksno analizo in
geometrijo. »Kompleksne mno-
goterosti so lokalno modelirane

s kompleksnimi evklidskimi pro-
stori. Ravnina je denimo evklidski
prostor kompleksne dimenzije
ena, ko ravnine Kkartezicno mno-
Zimo, zgradimo poljubno razsezne
prostore. Bistvenega pomena je
operator, ki vektorju priredi njegov
produkt z imaginarno enoto, to je
kvadratnim korenom iz §tevila —1.
Preslikave, ki so kompatibilne s to
operacijo vrtenja za pravi Kot, se
imenujejo holomorfne. V ravnin-
skem primeru je njihova glavna
geometrijska lastnost, da ohranja-
jo kote. Torej, krivulji, ki se sekata
pod nekim kotom, se tudi po pre-
slikavi sekata pod enakim Kkotom,
razen v izoliranih izjemnih tockah.
Vse te krivulje, ploskve in visje
razsezne ploskve v geometriji ime-
nujemo mnogoterosti. To je prav-
zaprav beseda za katerikoli objekt,
ki je lokalno gledano evklidski,«
pojasnjuje matematik. »Najprepro-
stejSi neevklidski primeri so sfere,
torusi, ploskve, sestavljene iz vrste
torusov, in podobno.«

Jasno mi je bilo, da

je problem resen

in tezak, pa tudi
pomemben, in da bi

iz resitve lahko sledilo
veliko stvari. To je bila
moja motivacija. In ko
me nekaj zacne zares
zanimati, me nic ne
ustavi.

»V kompleksni geometriji skusa-
mo razumeti, koliko je holomorf-
nih preslikav ene mnogoterosti v
drugo, kaks$ne lastnosti lahko ima-
jo, kako je vprasSanje odvisno od
ene in druge mnogoterosti. Eden
od pomembnih razredov kom-
pleksnih mnogoterosti so take, ki
jih lahko holomorfno vlozimo v
kompleksne evklidske prostore;
imenujejo se afine ali tudi Stei-
nove. Vsako realno mnogoterost
lahko vlozZimo v evklidski prostor,
v kompleksnem pa to ne drZi.« Kot
nadaljuje, se v povezavi z opisanim
intenzivno preucuje Kobajasijeva
hiperboli¢nost, ki jo je uvedel ja-
ponski matematik Sosi¢i Kobajasi.
To je pojem rigidnosti, ki pomeni,
da dana kompleksna mnogoterost
ne vsebuje poljubno velikih holo-
morfnih diskov in v posebnem ne
vsebuje holomorfnih premic. Prof.
ForstneriCa bolj zanima obratna

lastnost, to je fleksibilnost. »Fleksi-
bilne kompleksne mnogoterosti so
take, da za holomorfne preslikave
iz afinih mnogoterosti vanje velja-
jo prakti¢no enake lastnosti kot za
funkcije. Konkretneje to pomeni,
da lahko vsako holomorfno presli-
kavo s primerne podmnozice afi-
ne mnogoterosti aproksimiramo
s holomorfno preslikavo celotne
mnogoterosti, da le ni topoloskih
ovir. Dihotomija med rigidnostjo
in fleksibilnostjo igra pomembno
vlogo v kompleksni geometriji,
saj se izkaze, da iz nje izvira vrsta
naravnih vprasanj in problemov.
Rigidnost je obicajno obstrukcija
za obstoj reSitev problemov, fleksi-
bilnost, ki me v tem projektu bolj
zanima, pa pomeni obstoj resitev.«

Oka, Grauert,
Gromov, Forstneric

Osrednji razred fleksibilnih mno-
goterosti je v literaturo leta 2009
uvedel ravno prof. Forstneri¢. Po-
imenoval jih je Oka mnogoterosti,
OKki, ki je v 30. letih prvi zacel z
raziskavami na tem podrocju. »Ce
vzamete ravnino in iz nje odvza-
mete eno tocko, je to Se vedno fle-
ksibilna mnogoterost. Ena tocka za
holomorfno preslikavo ne presta-
vlja ovire, Ce izpustite dve tocki, pa
holomorfna preslikava iz ravnine
ni ve¢ mogoca. V vi§jih dimenzijah
je neprimerno ve¢ Oka mnogote-
rosti. Take so na primer vse homo-
gene kompleksne mnogoterosti,
na katerih kon¢no razsezna grupa
holomorfnih simetrij deluje tran-
zitivno v smislu, da lahko poljubno
tocko preslikamo v poljubno dru-
go tocko.«

Z raziskavami teorije Oka-Grau-
ert, ki obravnava obstoj in lastno-
sti holomorfnih preslikav afinih
mnogoterosti v homogene mno-
goterosti, se je slovenski matema-
tik seznanil Ze med doktoratom,
vendar takrat po njegovih besedah
Se ni bil dovolj zrel, da bi lahko te-
orijo razvijal naprej. Raziskovanje
tega podrocja se je ustavilo v 70.
letih. »Enostavno ni bilo dovolj
idej, nato pa se je leta 1989 zgodil
naslednji Kklju¢ni preboj. Mikhail
Gromov, Rus, zdaj zive¢ v Franciji,
je teorijo postavil na nove temelje
in vanjo pripeljal bistveno nove
metode, kar je omogocilo nov za-
gon in vrsto novih aplikacij.« Gro-
mov je za svoje pionirsko delo na
razlicnih podroc¢jih matematike
leta 2009 prejel Abelovo nagrado,
ki je v matematiki ekvivalent No-
belove nagrade.

»Da sem se zaCel podrobneje
ukvarjati s teorijo Oka-Grauert-
-Gromoyv, je pripomogel tudi pro-
fesor Josip Globevnik. Leta 1997
sem se vrnil v Ljubljano, potem
ko sem bil veC let profesor na
Univerzi Wisconsina v Madiso-
nu. Zaprosil me je za pomoc¢ pri
razumevanju ¢lanka Gromova na
to temo, s katerim se je ukvarjala
doktorska Studentka Jasna Pre-
zelj.« In s skupnimi moc¢mi jima
je v nekaj letih uspel kljucen pre-
boj. »Izkazalo se je, da se Clanka
Gromova, Ceprav je bil objavljen
Ze leta 1989, ni nihce pritaknil v

Racunam pravzaprav
niti ne zelo veliko. To
podrocje ni izrazito
racunsko, ampak
geometrijsko, zato

je potrebna dobra
predstava, ki jo je
treba kombinirati

z analiticnimi
metodami.

smislu, da bi ga podrobneje razlo-
Zil. Niti nemska Sola ne. Ideje so
bile tam, rezultati so se Ze zaceli
uporabljati, to pa je najslabSe, kar
se lahko zgodi v matematiki, to-
rej, da se za¢nejo uporabljati teo-
rije, ki niso razdelane in se ne ve,
ali zares drzijo ali ne.«

Kot pojasnjuje prof. Forstneric,
je Gromov »genij, ki pa pogosto
poda le ideje in ne izdela dokazov.
S tem se potem pogosto ukvarja-
mo drugi matematiki. In tako sva
z doktorsko Studentko podrobno
razlozila ideje Gromova in poda-
la ustrezne dokaze. Do nadaljnjih
pomembnih rezultatov sem nato
priSel med letoma 2005 in 2009,
ko sem na podlagi vrste dobljenih
ekvivalentnih lastnosti postavil
smiselno definicijo Oka mnogote-
rosti.« V naslednjem desetletju je
to postal osrednji pojem holomorf-
ne fleksibilnosti. »Najpreprostejsa
in obenem bistvena lastnost Oka
mnogoterosti je, da lahko vsako
holomorfno preslikavo konveksne
mnoZice v nekem kompleksnem
evklidskem prostoru v tako mno-
goterost aproksimiramo s holo-
morfnimi preslikavami celotnega
evklidskega prostora,« razlaga
profesor in dodaja, da je tako resil
enega klju¢nih problemov v ¢lan-
ku Gromova.

»Preden sem zares zagrizel v to
podrocje, sem se posvetoval tudi
z nekaterimi matematiki, ki so se
ukvarjali z idejami Gromova, ven-
dar jih niso razvozlali. Jasno mi je
bilo, da je problem resen in tezZak,
pa tudi pomemben, in da bi iz reSi-
tve lahko sledilo veliko stvari. To je
bila moja motivacija. In ko me ne-
kaj zaCne zares zanimati, me nic ne
ustavi. Podrocje je bilo privlacno,
lepo, hkrati pa sem se cudil, kako
je KobajaSijeva teorija rigidnosti
dobro razdelana in razumljena, te-
orija fleksibilnosti pa ne, eprav se
je zdelo, da ponuja povsem narav-
no pricakovane in zelo uporabne
rezultate.«

Teorijo Oka mnogoterosti je
Forstneri¢ prikazal v monografiji,
izdani pri zalozbi Springer (v letih
2011 in 2017). Pomembno prizna-
nje je teorija dozivela leta 2020.
»Vsakih deset let AmeriSko mate-
mati¢no drustvo (AMS) v sodelo-
vanju z nemsko revijo Zentralblatt
fiir Mathematik obnovi klasifika-
cijo matemati¢nih podrocij. Tako
so v podrocje kompleksne analize
na na$ predlog uvedli novo pod-
podrocje Princip Oka in Oka mno-
goterosti (Oka principle and Oka
manifolds). To je moj prispevek v
klasifikacijo. Kolikor mi je znano,
je to iz vrst slovenskih matemati-
kov drugi tak primer.«

Aplikacija matematicne
teorije

Forstneric je uvedel tudi druge po-
membne nove metode na razli¢nih
podrodjih raziskav v kompleksni
analizi in objavil vrsto del v naju-
glednejSih matemati¢nih revijah.
Leta 2019 je prejel prestizno med-
narodno nagrado Stefana Bergma-
na, ki jo podeljuje AmeriSko mate-
mati¢no drustvo. Leta 2021 je imel
vabljeno plenarno predavanje na
osmem evropskem matemati¢nem
kongresu.

Teorijo Oka lahko apliciramo
na druga matemati¢na podrocja,
med temi na podrocje faktorizaci-
je holomorfnih matri¢nih funkcij,
vlozitve afinih mnogoterosti v ev-
klidske prostore nizke dimenzije,
v teoriji minimalnih ploskev, zelo
verjetno pa se bodo nova podro-
¢ja odprla tudi med raziskavami
v okviru projekta ERC. O uporabi
kompleksne analize in Se posebej
teorije Oka v teoriji minimalnih
ploskev je skupaj s sodelavcema
iz Spanije leta 2021 napisal mono-
grafijo, izdano pri zalozbi Springer.
»Eden od ciljev projekta je ugo-
toviti, ali in do katere mere lahko

Oka domene — to so odprte pod-
mnoZice v evklidskem prostoru —
okarakteriziramo z geometrijskimi
lastnostmi njihovega roba. S kole-
gom iz Norveske sva letos odkrila,
da je komplement vecine zaprtih
konveksnih mnozic v evklidskem
prostoru Oka, kar je zanimiv nov
fenomen. Ce ilustriram: hiperrav-
nina prereze prostor na dva pol-

V matematiki radi
reCemo, da vsaka ideja
potrebuje dvodnevni
test, da razmislis, ali je
pravilna. Potem pa se
pravo delo pravzaprav
Sele zacne, ko je treba
iti v podrobnosti

ter znova in znova
preverjati rezultate.

prostora, ki nista ne hiperboli¢na
ne Oka mnogoterost. Ce pa hiper-
ravnino malce upognemo in jo na-
redimo konveksno, polprostor na
konveksni strani postane hiperbo-
licen, polprostor na konkavni stra-
ni pa Oka.« Potem so tu Se mnogo-
terosti, pomembne v matemati¢ni
fiziki, nadaljuje profesor. »Stiri-
razseZni mnogoterosti prostor-cas
lahko dodamo 'nevidne' dimenzi-
je, ki predstavljajo druge fizikalne
koli¢ine. Posebej pomembne s fi-
zikalnega vidika so mnogoterosti
Calabi-Yau in zanima me, katere
med njimi so Oka.«

V znanosti je tezko lociti
delo in prosti Cas

In kako se profesorju porodijo
ideje za nove resitve? »To je tezko
povedati. RaCunam pravzaprav niti
ne zelo veliko. To podrocje ni izra-
zito racunsko, ampak geometrij-
sko, zato je potrebna dobra pred-
stava, ki jo je treba kombinirati z
analiticnimi metodami. Predvsem
je za tako podrocje potrebnih veli-
ko izkuSenj, da lahko predvidevas
nove hipoteze. Do tega prides Sele
po vrsti raziskav. Problem je naj-
prej treba dobro ponotranjiti, se
vanj vZiveti. Dobro je treba usvojiti
celotno zgodbo, pogledati celotno
sliko, pregledati Ze znane rezultate
in relacije med njimi, Sele potem
je mozno, da se zgodi ideja, ki vodi
do resitve problema. Nekaj Casa je
treba problem nositi s seboj, z njim
Ziveti« poudarja vrhunski mate-

matik. »Pa tudi ko ideje pridejo,
niso nujno pravilne. V matematiki
radi reCemo, da vsaka ideja potre-
buje dvodnevni test, da razmislis,
ali je pravilna. Potem pa se pravo
delo pravzaprav Sele zacne, ko je
treba iti v podrobnosti ter znova
in znova preverjati rezultate.« Ven-
dar kot Se pravi, za ideje nikakor
ni treba vseskozi sedeti v pisarni
in gledati v matemati¢ne Kknjige
ali tablo. »Ideje se tipi¢no rodijo
zunaj pisarne, ko denimo hodis v
hrib. V znanosti je pravzaprav tez-
ko lociti med delovnim in prostim
Casom. Misli vseskozi uhajajo k
matemati¢nim problemom. Je pa
seveda res, da Ce si preobremenjen
s pedagoskim delom in drugimi
nalogami, je manj verjetno, da se
bodo zgodili prebojni rezultati. V
prostem casu, kolikor ga imam, pa
najraje hodim v naravo, poslusam
glasbo in berem dobre knjige.«

Prof. Forstneri¢ priznava, da
obcuti neko stopnjo stresa, kadar
dlje ¢asa nikakor ne pride do resi-
tve problema. »Toda pri matemati-
ki je dobro to, da je Se toliko dru-
gih zanimivih problemov. Pogosto
se vec let vracas k isti zadevi, pa
je ne mores resiti. Potem pa se na
lepem izkaze, da so dobljene ideje
dobrodosle nekje drugje in da lah-
ko resi§ drug, prav tako zanimiv
problem.«

Projekt ERC, ki se bo izvajal na
ljubljanski fakulteti za matematiko
in fiziko, bo profesorju omogocil
osredotocCeno raziskovalno delo v
prihodnjih petih letih in oblikova-
nje mednarodne skupine razisko-
valcev. Poleg sebe bo lahko zaposlil
Se tri, pri Cemer je dr. Forstneric¢
opozoril na birokratske ovire, pa
tudi na nestimulativne place za
podoktorske raziskovalce, ki so
precej niZje kot v vecini evropskih
drzav. Seveda lahko delno zapo-
sli tudi raziskovalce iz svoje pro-
gramske skupine, vendar je treba
paziti na zagotavljanje izvedbe po-
uka na fakulteti, zato manevrskega
prostora ni veliko. Po njegovem
mnenju bi morala drZava za znan-
stvenike omogocati hitrejSe prido-
bivanje dovoljenj za bivanje. Med
slovenskimi doktorskimi Studenti
za kompleksno analizo in geome-
trijo trenutno ni velikega zanima-
nja. »Vendarle je treba priznati, da
je to zahtevno podrocje. Potrebne-
ga je veliko zacetnega Studija, zato
se mladi raje usmerijo v podrocja
matematike, Kjer se stvari odvijajo
laZje in hitreje. S tem seveda ni ni¢
narobe, to le pomeni, da bomo k
nam morali pripeljati tujce.«



